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Введение
Одним из наиболее востребованных матери-
алов с комплексом уникальных свойств, обусла-
вливающих его использование для изготовления 
изделий в авиа- и ракетостроении, военном и 
гражданском судостроении, является титан. Об-
ласти его применения можно существенно рас-
ширить путем снижения высокой стоимости ти-
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В пакете системы инженерного анализа ABAQUS осуществлено математическое моделирование процесса волочения за-
готовки, полученной прессованием титановой губки, с учетом возможности порообразования при деформации. Показа-
но, что при малой вытяжке максимальная пористость формируется в равной степени за счет изменения существующих 
пор и возникновения новых дефектов, а с увеличением вытяжки она определяется в основном ростом вновь образующих-
ся дефектов сплошности, область зарождения которых соответствует области растягивающих напряжений. При больших 
вытяжке и угле конусности объемная доля вновь образовавшихся дефектов существенно влияет на общую пористость, 
что увеличивает повреждаемость и может стать причиной обрыва прутка.
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Mathematical modeling of the drawing process for bars made of titanium sponge taking into account cavitation
The ABAQUS engineering analysis package was used for mathematical modeling of the drawing process for a billet obtained by 
compressing titanium sponge taking into account potential cavitation during forming. It was shown that for a low drawing ratio the 
maximum porosity is formed equally both due to changes in existing pores and appearance of new defects whereas when the drawing 
ratio increases, it is caused mainly by the growth of newly formed discontinuities with the area of origin corresponding to the area of 
tensile stress. For the larger drawing ratio and cone angle, the volume fraction of newly formed defects significantly affects the overall 
porosity. This increases the damage and may lead to bar breakage.
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тановых изделий, вызванной энергозатратной 
многоступенчатой технологией производства. Так, 
по оценкам авторов [1], в стоимости компактного 
металла в виде полуфабрикатов 25 % относится к 
титановой губке, а 75 % — к технологии (двойно-
му переплаву губки и дальнейшей деформацион-
ной обработке слитков). Снижение себестоимости 
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титановой продукции при сохранении требуемого 
качества может быть достигнуто за счет примене-
ния методов порошковой металлургии. Исследо-
вания процесса обработки давлением некомпакт-
ного титана проводились, в частности, в работах 
[2, 3], где была показана возможность получения 
материала, сопоставимого по физико-механиче-
ским свойствам и коррозионной стойкости с тех-
ническим титаном, производимым традиционной 
обработкой слитков. 
Значительную часть изделий машиностроения, 
приборостроения и энергетики составляют осе-
симметричные изделия, изготавливаемые воло-
чением, — трубы, прутки, проволока. В ходе про-
цесса на поверхности деформируемого материала 
действуют касательные контактные напряжения, 
которые повышают силу волочения и энергоси-
ловые затраты, увеличивают неоднородность де-
формации, ограничивают допустимые вытяжки и 
в конечном итоге приводят к износу инструмента.
Степень неоднородности деформаций при во-
лочении изучалась рядом исследователей. В рабо-
тах [4, 5] были предложены аналитические зависи-
мости, позволяющие прогнозировать указанную 
неоднородность, а в [6—10] описано численное 
моделирование процесса волочения с примене-
нием метода конечных элементов. Исследования, 
выполненные в указанных работах, в основном 
касались определения напряженного состояния и 
степени деформации заготовки в зонах вероятно-
го разрушения в зависимости от условий процес-
са (вытяжка, угол конусности, трение заготовки 
о стенки волоки), а также изменения размеров и 
формы существующих пор [11, 12].
В настоящей работе осуществлено математиче-
ское моделирование процесса холодного волоче-
ния прутков, спрессованных из титановой губки. 
При прохождении прутка через формующую часть 
волоки пористость может меняться, что связано 
с наличием и/или ростом дефектов сплошности. 
А наличие пористости в зоне выхода из волоки 
уменьшает площадь сечения прутка, воспринима-
ющую усилие волочения, и повышает вероятность 
обрыва. Таким образом, указанная зона является 
потенциально опасной с точки зрения вероятного 
разрушения.
Постановка задачи
Для математического моделирования процесса 
волочения используем модель «Porous metal plas-
ticity» [13, 14], реализованную в программном ком-
плексе ABAQUS. Принимаем, что в пластической 
области выполняется ассоциированный закон те-
чения:
 
где dλ ≥ 0 — неопределенный малый скалярный 
множитель; F(σij) — пластический потенциал; ε ijpl, 
σij — компоненты тензоров пластической дефор-
мации и напряжений соответственно. 
Условие текучести выражается уравнением
где σ = (σijδij)/3 — среднее нормальное напряжение; 
δij — символ Кронекера;  — интенсив-
ность напряжений; sij = σij – σδij — компоненты 
девиатора напряжений; σs — предел текучести ма-
териала основы при одноосном растяжении/сжа-
тии), θ — пористость, 0 ≤ θ ≤ 0,2; ρ = 1 – θ — отно-
сительная плотность; σ/σs = (2/3)lnθ, σi /σs =
= (1 – θ2/3)/√–3 [2]; a, b, c — феноменологические ко-
эффициенты.
Модель «Porous metal plasticity» позволяет учесть 
изменение пористости материала в процессе де-
формирования, обусловленное ростом существую-
щих и возникновением новых пор. Изменение по-
ристости в деформируемом материале описывает-
ся формулой [15]
θ· = θ· G + θ
·
N,  (1)
где индексы G и N относятся к пористости, связан-
ной с ростом имеющихся дефектов (пор) и с воз-
никновением новых пор соответственно; точка 
сверху означает производную по времени.
Закон роста существующих пор основан на за-
коне сохранения массы и может быть выражен в 
виде [15]
  (2)
с суммированием по повторяющемуся индексу.
Механизм зарождения новых дефектов имеет 
место при возникновении микротрещин и/или 
нарушении связи между частицами, составляющи-
ми основу деформируемого пористого материала. 
В соответствии с работой [15] для процесса воз-
никновения новых дефектов имеем
  (3)
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Здесь
εN и sN — соответственно математическое ожида-
ние и дисперсия в нормальном законе распреде-
ления для интенсивности деформаций, с которой 
зарождаются поры; ε–pl — интенсивность пластиче-
ской деформации; индекс k относится к материа-
лу основы пористого тела.
Трение заготовки о стенки волоки зададим по 
закону Кулона. Известно, что при малых скоростях 
относительного скольжения поверхностей (осад-
ка, прессование) наиболее применим закон Зибе-
ля, а при высоких — закон Кулона. При волочении 
длинномерных заготовок скорость скольжения 
поверхностей заготовки и инструмента достаточно 
высокая, поэтому более оправданно применение 
закона Кулона [16]. 
Использована модель сплошной изотропной 
упругопластической упрочняющейся среды с уче-
том возможности разупрочнения при возникно-
вении и/или росте пор [13]. Для описания упругих 
характеристик материала приняты следующие за-
висимости [17]: 
E* = E(1 – θ)3,       v* = v(1 – θ)1,5.
Здесь E и v модуль Юнга и коэффициент Пуассона 
компактного материала соответственно, символ 
«*» относится к соответствующим характеристи-
кам некомпактного материала. Начальный предел 
текучести компактного материала σs = 450 МПа, 
что соответствует диапазону значений для техни-
чески чистого титана марки ВТ1 в отожженном 
состоянии. Кривая упрочнения взята из графика 
в работе [16].
Схема процесса волочения показана на рис. 1. 
Задача решалась в цилиндрической системе коор-
динат r, ϕ, z в осесимметричной постановке. Чис-
ленное моделирование осуществлялось методом 
конечных элементов с помощью системы инже-
нерного анализа ABAQUS. Использовалась равно-
мерная сетка четырехузловых конечных элементов 
CAX4R, общее их количество составляло 1000. Па-
раметры модели «Porous metal plasticity» следую-
щие: a = 1,5; b = 1,0; c = 1,0 [14] . Для расчетов из-
менения пористости по формулам (1)—(3) приме-
нялись стандартные средства пакета ABAQUS, 
являющиеся составной частью указанной моде-
ли [18].
Расчеты были выполнены при значениях угла 
конусности α = 6°, 8° и 10°, что соответствует ди-
апазону, принятому в промышленности. Диаметр 
прутка на входе в волоку d1 = 8 мм, а на выходе его 
значения следующие: d2 = 7,5 мм (вытяжка μ = 1,14, 
обжатие за переход δ = 1 – (d2/d1)2 = 12 %); d2 =
= 7,0 мм (μ = 1,31, δ = 23,5 %); d2 = 6,5 мм (μ = 1,51, 
δ = 34 %). Волока обладает свойствами абсолютно 
жесткого тела, L = 8 мм, l = 1 мм (см. рис. 1). На-
чальная пористость составляла θ0 = 0,02, коэффи-
циент трения ψ = 0,065, что соответствует извест-
ным из литературы данным [7, 8, 11], в частности 
для прутков из титана при волочении с графитовой 
смазкой [16].
Результаты и их обсуждение
Для проверки адекватности модели выполнено 
количественное сравнение результатов расчета с 
экспериментальными данными [17] по замеру уси-
лия волочения прутка с конечным диаметром d2 =
= 2,64 мм из сплава титана ВТ1-Д при обжатиях 
δ = 12, 22 и 33 %; при этом усилие волочения соста-
вило 1,02, 1,86 и 2,94 кН соответственно. 
Известно, что усилие волочения линейно за-
висит от площади прутка на выходе из волоки (см. 
обзор расчетных зависимостей в [16]), тогда для 
значений диаметра d2 = 7,5, 7,0 и 6,5 мм оно должно 
составить 8,16, 13,0 и 17,6 кН соответственно. По 
результатам моделирования получено, что при d2 =
Рис. 1. Схема процесса волочения
1 – пруток, 2 – волока
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= 7,5 мм (δ = 12 %) усилие волочения в зависимо-
сти от угла равно 7,5÷8,3 кН, при d2 = 7,0 мм (δ =
= 23,5 %) оно составит 12,4÷13,3 кН, при d2 = 6,5 мм 
(δ = 34 %) — 16,8÷17,6 кН. 
Наблюдается хорошая корреляция расчетного 
и экспериментальных значений этого показателя, 
поэтому, учитывая, что в работе [16] не приведены 
параметры волоки, в частности угол конусности, 
можно считать, что расчетная модель адекватно 
описывает процесс, по крайней мере по усилию 
волочения.
Далее описанная выше модель была применена 
для расчета пористости прутка с использованием 
уравнений (1)—(3). На рис. 2—4 представлены за-
висимости величин θ, ΔθG (изменение объема су-
ществующих дефектов сплошности) и θN от конус-
ности угла (α) при различных значениях вытяжки 
(μ), а на рис. 5—7 — аналогичные зависимости для 
интенсивности напряжений и среднего нормаль-
ного напряжения.
В ходе анализа результатов установлено следу-
ющее.
• При малой вытяжке μ = 1,14 изменение пори-
стости слабо зависит от угла конусности: с увели-
чением α она несколько возрастает. Максималь-
ные значения суммарной пористости достигаются 
вблизи оси волочения в формующей части волоки 
и далее практически не меняются на некотором 
расстоянии от нее. Следует отметить, что рост су-
ществующих пор происходит в равной степени как 
в областях, непосредственно прилегающих к оси, 
так и на некотором удалении от нее. В то же вре-
мя на периферии величина θ уменьшается по мере 
удаления от оси (см. рис. 2). Такое распределение 
пористости хорошо коррелирует с данными рабо-
ты [12], согласно которым в области, прилегающей 
Рис. 2. Зависимость величин θ, ΔθG, θN от угла конусности при μ = 1,14 и α = 6° (а), 8° (б), 10°(в)
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к оси заготовки, поры при волочении могут уве-
личиваться, тогда как в периферийных зонах они, 
как правило, уменьшаются.
Что касается возникновения новых дефектов, 
то величина θN при α = 6° наибольшая непосред-
ственно около оси заготовки, с увеличением угла 
максимум несколько смещается в сторону пери-
ферийных зон. При этом непосредственно на пе-
риферии, на достаточном удалении от оси, новых 
дефектов не возникает. В данном случае характер 
изменения объема и появления новых дефектов, 
очевидно, обусловлен картиной напряженного со-
стояния, которая качественно схожа для всех зна-
чений α. 
Максимум интенсивности напряжений σi для 
всех рассмотренных случаев достигается внут-
ри очага деформации, а также на периферийных 
участках после выхода прутка из очага (см. рис. 5). 
Последнее объясняется, по-видимому, наличием 
дополнительных сдвиговых деформаций в указан-
ной зоне, вызванных различием в скорости движе-
ния центральных и периферийных слоев [11, 16]. 
При этом максимальное значение σi меняется в за-
висимости от угла α, что объясняется различием в 
степени деформации и, как следствие, различной 
степенью упрочнения материала прутка. В обла-
сти возникновения новых дефектов сплошности 
среднее нормальное напряжение достаточно рез-
Рис. 3. Зависимость величин θ, ΔθG, θN от угла конусности при μ = 1,31 и α = 6° (а), 8° (б), 10°(в)
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ко меняется от положительных значений в центре 
очага деформации до отрицательных в зоне за оча-
гом (см. рис. 5). Указанное обстоятельство, а также 
собственно неблагоприятная картина напряжен-
ного состояния (σ/σi > 0) в центральной зоне очага 
деформации, очевидно, являются причиной воз-
никновения новых дефектов сплошности в рас-
сматриваемой области.
В целом в данном случае вклад ΔθG и θN в общую 
величину пористости примерно одинаков: по аб-
солютной величине они составляют до 0,002, или 
до 10 % от начальной пористости θ0 = 0,02.
• При вытяжке μ = 1,31 характер распределения 
пористости меняется (см. рис. 3). В частности, при 
α = 6° максимальные ее значения достигаются не 
в области формующей части, а несколько дальше, 
и это обусловлено исключительно изменением 
объема существующих пор. С увеличением α зона 
максимальной пористости возникает (как и при 
меньшей вытяжке) непосредственно в формующей 
части, причем изменение начального значения θ 
связано фактически только с возникновением но-
вых дефектов сплошности в данной области. Что 
касается периферийных участков, уже существую-
щая пористость там уменьшается, как и в преды-
дущем случае с μ = 1,14. 
Указанный характер изменения пористости 
при μ = 1,31 можно объяснить исходя из картины 
Рис. 4. Зависимость величин θ, ΔθG, θN от угла конусности при μ = 1,51 и α = 6° (а), 8° (б), 10°(в)
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напряженного состояния. Так, при α = 6° вели-
чина σ вдоль центральной оси меняется по мере 
прохождения прутка через очаг деформации, но 
в меньшей степени, чем при других углах, и при 
этом принимает только отрицательные значения 
в отличие от случаев при α = 8° и 10° (см. рис. 6). 
Более плавный характер изменения среднего нор-
мального напряжения, по-видимому, и приводит к 
тому, что исходная пористость несколько снижа-
ется при прохождении очага деформации и на не-
котором расстоянии после него, а затем принимает 
фактически первоначальное значение.
С увеличением угла α наблюдается процесс воз-
никновения новых дефектов, причем исходная 
величина θ0 = 0,02 меняется довольно существен-
но — до θN = 0,014 и 0,017 при α = 8° и 10° соответ-
ственно.
• Рассмотрим характер изменения пористости 
при μ = 1,51. В данном случае уже не только при 
α = 6°, но и при α = 8° область максимальной пори-
стости смещается из формующей части в направ-
лении приложения усилия волочения (см. рис. 4). 
По-видимому, аналогично случаю с μ = 1,31 и α =
= 6° это происходит вследствие различного харак-
тера изменения σ при увеличении угла конусности 
(см. выше). В частности, только при α = 10° сред-
нее нормальное напряжение в очаге деформации 
становится существенно положительным, тогда 
как при α = 6° и 8° значения σ близки к нулю (см. 
рис. 7). 
Максимальная величина пористости в иссле-
дованном диапазоне углов и вытяжки достигается 
при α = 10° и μ = 1,51 и составляет θ = 0,048 (см. 
рис. 4, в). Причем объемная доля вновь образовав-
Рис. 5. Зависимость величин σi и σ от угла конусности при μ = 1,14 и α = 6° (а), 8° (б), 10°(в)
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шихся дефектов превышает исходную пористость 
примерно в 1,5 раза. При этом обжатие за переход 
составляет δ = 34 % (см. выше). Согласно данным 
работы [16], при такой величине обжатия возмож-
но протянуть отожженную титановую проволоку, 
однако при этом могут возникнуть обрывы.
По результатам моделирования, представлен-
ным на рис. 2—7, следует отметить, что область 
зарождения дефектов в соответствии с моделью 
[15] в целом соответствует области растягивающих 
напряжений. При этом увеличение угла конусно-
сти приводит к более жесткой схеме напряженного 
состояния, что выражается в увеличении положи-
тельных значений среднего нормального напряже-
ния в формующей части и, как следствие, повыше-
нии объемной доли вновь возникающих дефектов.
Заметим, что увеличение поврежденности ма-
териала прутка, непосредственно связанное с ро-
стом пористости, и, как следствие, усиление веро-
ятности обрыва с ростом угла α отмечено в работах 
[8, 11] по результатам экспериментов. Аналогич-
ный вывод относительно влияния угла и коэффи-
циента трения на поврежденность заготовки по-
лучен по данным математического моделирования 
авторами [7], которые исследовали процесс нако-
пления поврежденности на основе расчета напря-
женно-деформированного состояния заготовки 
при волочении.
Рис. 6. Зависимость величин σi и σ от угла конусности при μ = 1,31 и α = 6° (а), 8° (б), 10°(в)
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Таким образом, в рассматриваемом случае наи-
более опасная с точки зрения вероятного разру-
шения зона растягивающих напряжений (среднее 
нормальное напряжение положительно, см. также 
[12]), как правило, возникает на некотором рас-
стоянии от входа в формующую часть волоки — в 
области, прилегающей к центральной оси прутка. 
Там же наблюдается и максимальная пористость 
по сечению прутка. 
В целом полученные результаты хорошо согла-
суются с известными представлениями о распо-
ложении наиболее вероятных зон возникновения 
обрывов при волочении, связанных с неблагопри-
ятной картиной напряженного состояния, ростом 
существующих и возникновением новых дефектов 
сплошности, согласно которым наиболее опасной 
является область в формующей части волоки, не-
посредственно примыкающая к оси волочения [8, 
19, 20]. 
Выводы
1. Выполнено математическое моделирование 
процесса волочения некомпактной заготовки, спрес-
сованной из титановой губки, с учетом возможно-
сти порообразования в процессе деформации. 
Рис. 7. Зависимость величин σi и σ от угла конусности при μ = 1,51 и α = 6° (а), 8° (б), 10°(в)
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2. Показано, что максимальная пористость 
вблизи оси прутка в очаге деформации при малой 
вытяжке формируется в равной степени за счет 
изменения существующих пор и возникновения 
новых дефектов, а с увеличением вытяжки опре-
деляется в основном ростом вновь образующихся 
дефектов сплошности. При этом зона зарождения 
дефектов соответствует области растягивающих 
напряжений.
3. Выявлено, что при больших вытяжке μ = 1,51 
и угле конусности α = 10° объемная доля вновь об-
разовавшихся дефектов существенно влияет на 
общую величину пористости, превышая исходное 
значение примерно в 1,5 раза, что приводит к уве-
личению повреждаемости и может стать причиной 
обрыва прутка.
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